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Líi nâi �¦u

Ph÷ìng ph¡p b¼nh ph÷ìng tèi thiºu to n ph¦n (Total least square

-TLS) �÷ñc giîi thi»u bði Golub v  Van Loan ....nh÷ mët kÿ thuªt gi£i

c¡c h» "qu¡ x¡c �ành" (overdetermined system), tùc l  nhúng h» câ

sè ph÷ìng tr¼nh nhi·u hìn sè ©n câ d¤ng AX ≈ B, vîi c¡c ma trªn

A ∈ Rm×n v  B ∈ Rm×d cho tr÷îc v  X ∈ Rn×d ch÷a bi¸t, �ang c¦n

t¼m. Vîi m > n, nâi chung khæng câ nghi»m ch½nh x¡c X cho x§p x¿

�ang t¼m. Ph÷ìng ph¡p b¼nh ph÷ìng tèi thiºu to n ph¦n l  sü têng qu¡t

qu¡ cõa ph÷ìng ph¡p b¼nh ph÷ìng tèi thiºu (Least square -LS) khi c£

ma trªn A v  B �·u bà nhi¹u.

Ph÷ìng ph¡p b¼nh ph÷ìng tèi thiºu to n ph¦n l  mët kÿ thuªt hi»u

qu£ �º ÷îc l÷ñng tham sè tuy¸n t½nh. B i to¡n ÷îc l÷ñng tham sè tuy¸n

tinh �¢ d¨n tîi mët lîp rëng r¢i c¡c l¾nh vüc khoa håc nh÷ xû lþ t½n hi»u,

�i·u khiºn tü �ëng,. . . , v  nhi·u ùng döng kh¡c trong kÿ thuªt, thèng

k¶, vªt lþ, kinh t¸, sinh håc,. . . . Nâ �÷ñc b­t �¦u b¬ng mët ph÷ìng tr¼nh

tuy¸n t½nh sau

α1x1 + · · ·+ αnxn = β (0.1)

trong �â α1, . . . , αn v  β l  c¡c bi¸n v  x = [x1, . . . , xn]T ∈ Rn l  v²c tì

tham sè �°c tr÷ng cho h» (0.1). B i to¡n �°t ra l  tø dú ki»n �o �÷ñc

n o �â cõa c¡c bi¸n, ta x¡c �ành mët ÷îc l÷ñng cõa tham sè ch÷a bi¸t

theo mët c¡ch �óng nh§t.

Gåi A ∈ Rm×n l  ma trªn câ h ng thù i t÷ìng ùng chùa c¡c dú ki»n

αi, i = 1, . . . , n v  v²c tì b ∈ Rm chùa β. Khi �â ta câ h»

Ax = b (0.2)
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l  h» gçm m ph÷ìng tr¼nh v  n ©n.

Vîi c¡ch ti¸p cªn b i to¡n b¬ng ph÷ìng ph¡p b¼nh ph÷ìng tèi thiºu

th¼ ma trªn A cõa c¡c dú ki»n �o αi (v¸ tr¡i cõa (0.2)) �÷ñc gi£ sû l 

ch½nh x¡c, khæng câ sai sè. Do �â, c¡c sai sè �·u �÷ñc t¤o ra bði v²c tì

quan s¡t b (tùc l  v¸ ph£i cõa (0.2)). Tuy nhi¶n �i·u gi£ sû n y khæng

mang t½nh thüc t¸ bði t§t c¡c c¡c sai sè cõa mæ h¼nh, sai sè �o �¤c công

�÷ñc t¤o ra bði c¡c dú ki»n cõa ma trªn A. Ti¸p cªn b¼nh ph÷ìng tèi

thiºu to n ph¦n mang þ ngh¾a thüc t¸ hìn khi x²t sai sè �÷ñc t¤o ra c£

ð v²c tì quan s¡t b v  ma trªn dú li»u A.

�º minh håa t½nh húu hi»u cõa ph÷ìng ph¡p b¼nh ph÷ìng tèi thiºu

to n ph¦n so vîi ph÷ìng ph¡p b¼nh ph÷ìng tèi thiºu, ta câ thº x²t mët

v½ dö trong tr÷íng hñp ta câ mët tham sè, tùc l  vîi n = 1. Ph÷ìng

tr¼nh (0.1) trð th nh

αx = β. (0.3)

B i to¡n �°t ra l  tø m �o �¤c cõa c¡c bi¸n α v  β, ta �i ÷îc l÷ñng tham

sè x. Ta s³ �i gi£i h» (0.2) vîi A = [a1, . . . , am]T v  b = [b1, . . . , bm]T

trong �â

ai = a0i + ∆ai, (0.4)

bi = b0i + ∆bi, i = 1, . . . ,m, (0.5)

vîi ∆ai,∆bi l  c¡c sai sè cëng v o c¡c dú ki»n ch½nh x¡c a0i , b
0
i cõa c¡c

bi¸n α, β.

N¸u α l  �o �÷ñc ch½nh x¡c, tùc l  ∆ai = 0, khi �â sai sè ch¿ x£y ra

khi �o β chùa trong v¸ ph£i b. Trong tr÷íng hñp n y ta câ thº sû döng

ph÷ìng ph¡p b¼nh ph÷ìng tèi thiºu �º gi£i ph÷ìng tr¼nh (0.2), tùc l  ta

cüc tiºu hâa têng c¡c b¼nh ph÷ìng câ d¤ng

m∑
i=1

(bi − aix)2.

Trong tr÷íng hñp n y, b¬ng c¡ch khai triºn têng tr¶n th¼ cüc tiºu hay
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÷îc l÷ñng x′ cõa x �÷ñc cho bði cæng thùc

x′ =

∑n
i=1 aibi∑n
i=1 a

2
i

N¸u β khæng câ sai sè, tùc l  ∆bi = 0, ta vi¸t l¤i ph÷ìng tr¼nh (0.1)

d÷îi d¤ng
β

x
= α.

Sû döng ph÷ìng ph¡p b¼nh ph÷ìng tèi thiºu, b¬ng c¡ch cüc tiºu hâa

têng b¼nh ph÷ìng sai ph¥n ta thu �÷ñc ÷îc l÷ñng tèt nh§t x′′ nh÷ sau

x′ =

∑n
i=1 b

2
i∑n

i=1 aibi
.

Tuy nhi¶n trong thüc t¸, c¡c bi¸n �÷ñc �o luæn câ sai sè, ngh¾a l  ∆ai 6= 0

v  ∆bi 6= 0. Trong tr÷íng hñp n y, ta c¦n sû döng ph÷ìng ph¡p b¼nh

ph÷ìng tèi thiºu to n ph¦n �º nghi¶n cùu b i to¡n, c¡ch ti¸p cªn b i

to¡n b¬ng ph÷ìng ph¡p n y mang nhi·u þ ngh¾a thüc t¸ hìn.

Luªn v«n �÷ñc chia l m hai ch÷ìng. Ch÷ìng 1 giîi thi»u v· ph÷ìng

ph¡p b¼nh ph÷ìng tèi thiºu to n ph¦n còng mët sè ki¸n thùc li¶n quan

nh÷: Ph¥n t½ch gi¡ trà k¼ dà, nghi»m b¼nh ph÷ìng tèi thiºu, nghi»m b¼nh

ph÷ìng tèi thiºu câ chu©n nhä nh§t, nghi»m b¼nh ph÷ìng tèi thiºu to n

ph¦n, �ành lþ v· nghi»m b¼nh ph÷ìng tèi thiºu to n ph¦n,. . . . Ch÷ìng 2

cõa luªn v«n tr¼nh b y mët sè ùng döng cõa ph÷ìng ph¡p b¼nh ph÷ìng

tèi thiºu to n ph¦n trong nghi¶n cùu hçi quy �ìn tuy¸n t½nh v  hçi quy

phi tuy¸n. Mët sè v½ dö sè �÷ñc tr¼nh b y �º minh håa cho t½nh hi»u

qu£ cõa ph÷ìng ph¡p.
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Ch÷ìng 1

Giîi thi»u v· ph÷ìng ph¡p b¼nh

ph÷ìng tèi thiºu to n ph¦n

Trong ch÷ìng n y, chóng tæi tr¼nh b y mët sè ki¸n thùc li¶n quan

tîi ph÷ìng ph¡p b¼nh ph÷ìng tèi thiºu, ph÷ìng ph¡p b¼nh ph÷ìng tèi

thiºu to n ph¦n v  câ minh håa mët v i v½ dö khi sû döng hai ph÷ìng

ph¡p nâi tr¶n.

1.1. Mët sè kþ hi»u v  ki¸n thùc cì b£n

• Ma trªn chuyºn và cõa ma trªn A �÷ìc kþ hi»u l  AT .

• R(S) (t÷ìng ùng Rr(S)) l  khæng gian sinh bði c¡c cët (t÷ìng ùng

c¡c h ng) cõa ma trªn S, N(S) kþ hi»u l  khæng gian v²c tì khæng ho°c

l  nh¥n cõa S.

• Ma trªn �÷íng ch²o A cï m× n k½ hi»u l 

A = diag(α1, · · · , αp), vîi p = min {m,n}

vîi aij = 0 vîi i 6= j v  aii = αi vîi i = 1, . . . , p.

• Ma trªn �ìn và cï m×m �÷ñc k½ hi»u l  Im hay �ìn gi£n l  I.

• Cho ph÷ìng tr¼nh

AX = B (1.1)

trong �â A l  ma trªn cï m × n, X l  ma trªn cï n × d, v  B l  ma
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trªn cï m× d.
Nghi»m b¼nh ph÷ìng tèi thiºu câ chu©n nhä nh§t cõa ph÷ìng tr¼nh

(1.1) �÷ñc kþ hi»u l  X ′, nghi»m b¼nh ph÷ìng tèi thiºu to n ph¦n câ

chu©n nhä nh§t �÷ñc kþ hi»u l  X̂.

Trong tr÷íng hñp d = 1, ta câ thº k½ hi»u c¡c ma trªn X,B bði c¡c

v²c tì x, b t÷ìng ùng.

• Chu©n Frobenius cõa ma trªn M cï m× n �÷ñc �ành ngh¾a bði

‖M‖F =

√√√√ n∑
i=1

m∑
i=1

m2
ij =

√
tr(MTM), (1.2)

trong �â tr(MTM) l  v¸t cõa ma trªn MTM.

• Chu©n 2 hay chu©n Euclide cõa v²c tì y trong khæng gian n chi·u

�÷ñc �ành ngh¾a bði

‖y‖2 =

√√√√ n∑
i=1

y2i . (1.3)

• Ph¥n t½ch gi¡ trà k¼ dà - SVD.

Kþ hi»u SVD cõa ma trªn A cï m× n, m > n câ d¤ng

A = U ′Σ′V ′T , (1.4)

trong �â

U ′ = [U ′1;U
′
2], U

′
1 = [u′1, · · · , u′n], U ′2 = [u′n+1, · · · , u′m], u′i ∈ Rm, U ′TU ′ = Im,

V ′ = [v′1, · · · , v′n], v′i ∈ Rn, V ′TV ′ = In,

Σ′ = diag(σ′1, · · · , σ′n) ∈ Rm×n, σ′1 ≥ · · · ≥ σ′n ≥ 0.

Ta công k½ hi»u SVD cõa ma trªn [A;B] cï m× (n+d), m > n câ d¤ng

[A;B] = UΣV T , (1.5)
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trong �â

U = [U1;U2], U1 = [u1, · · · , un], U2 = [un+1, · · · , um], ui ∈ Rm, UTU = Im,

V =

(
V11 V12

V21 V22

)
= [v1, · · · , vn+d], vi ∈ Rn+d, V TV = In+d,

Σ =

(
Σ1 0

0 Σ2

)
= diag(σ1, · · · , σn+t) ∈ Rm×(n+d), t = min{m− n, d},

Σ1 = diag(σ1, · · · , σn) ∈ Rn×n,

Σ1 = diag(σn+1, · · · , σn+t) ∈ R(m−n)×d,

v  σ1 ≥ · · · ≥ σn+t ≥ 0.

1.2. Ph÷ìng ph¡p b¼nh ph÷ìng tèi thiºu

Ph÷ìng ph¡p b¼nh ph÷ìng tèi thiºu (LS) l  mët c¡ch ti¸p cªn phê

bi¸n khi gi£i h» tuy¸n t½nh qu¡ x¡c �ành, tùc l  sè ph÷ìng tr¼nh nhi·u

hìn sè ©n. Nâi chung c¡c h» nh÷ vªy khæng câ nghi»m nh÷ng ta t¼m

nghi»m x§p x¿ cõa h» b¬ng c¡ch cüc tiºu hâa têng b¼nh ph÷ìng cõa sai

sè �÷ñc t¤o th nh khi gi£i méi ph÷ìng tr¼nh �ìn l´.

X²t b i to¡n t¼m x ∈ Rn thäa m¢n ph÷ìng tr¼nh

Ax = b,

trong �â b ∈ Rm �¢ bi¸t v  dú li»u A ∈ Rm×n. Khi sè ph÷ìng tr¼nh

nhi·u hìn sè ©n, tùc l  m > n th¼ h» �÷ñc gåi l  h» qu¡ x¡c �ành. Trong

tr÷íng hñp b /∈ R(A) th¼ h» qu¡ x¡c �ành khæng câ nghi»m ch½nh x¡c,

do vªy ta sû döng k½ hi»u Ax ≈ b.

Nghi»m b¼nh ph÷ìng tèi thiºu �÷ñc tr¼nh b y trong �ành ngh¾a d÷îi

�¥y.

�ành ngh¾a 1.1 X²t b i to¡n t¼m cüc tiºu

min
x∈Rn

‖Ax− b‖2, A ∈ Rm×n, b ∈ Rm. (1.6)

Cüc tiºu x′ b§t ký �÷ñc gåi l  nghi»m b¼nh ph÷ìng tèi thiºu cõa h»

Ax ≈ b.


